Вступ

Тема данної курсової роботи - «Перпендикулярність та паралельність площин» є дуже актуальною. Адже без розуміння основ, неможливе ефективне вивчення навчальної дисципліни Нарисна геометрія. Робота була укладена таким чином, що б спочатку подати базовий матеріал, доступною мовою, пояснити його, а вже після подати приклади типових задач для закріплення вивченого. 


1. Загальні відомості
площина геометрія перпендикулярний паралельний
Площина є найпростішою поверхнею. Площиною називається поверхня, яка має таку властивість: якщо будь-яка пряма має з нею загальні точки, то вона цілком їй належить. З геометричної точки зору площину ∑ (рис. 1) можна подати у вигляді нескінченної множини прямої лінії а, яка плоско-паралельно переміщується по напрямній прямій l. 
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Рисунок 1

На комплексному кресленні проекції площини не обмежуються проекціями елементів, це означає, що площина вважається нескінченною. 

1.1 Розміщення площини у просторі

Площина відносно площин проекцій може бути розташована по різному і її положення визначається залежно від кутів нахилу заданої площини до площин проекцій. Приймається: кут нахилу площини до П1 -∠α; до П2 - ∠ β ; до П3 - ∠ γ.П1 -∠α; до П2 - ∠ β ; до П3 - ∠ γ.
Площина у просторі може займати загальне або особливе положення.
Площина загального положення довільно розміщена відносно площин проекцій, а саме: вона не перпендикулярна і не паралельна жодній з площин проекцій. Ознакою площини загального положення на кресленні є таке: на жодну з площин проекцій геометричні елементи, що задають площину, не проекціюються у вигляді прямої лінії, а сліди площини загального положення ніколи не перпендикулярні до осей проекцій x, y, z.
Площина особливого положення розміщена відносно площин проекцій визначеним чином, а саме: перпендикулярна до однієї або двох площин проекцій чи проходить через вісь проекцій і однаково нахилена до обох площин проекцій. Остання осьова площина називається бісекторною
Площини, перпендикулярні до однієї з площин проекцій, мають назву проекціювальних. Існує три види площин проекціювального положення:
а) горизонтально-проекціювальна площина (рис. 2);
б) фронтально-проекціювальна площина (рис. 3);
в) профільно-проекціювальна площина (рис. 4).
Площини, перпендикулярні до двох площин проекцій і паралельні третій, називаються площинами рівня. Можливі три варіанти їх особливих положень:
а) горизонтальна площина рівня (рис. 5);
б) фронтальна площина рівня (рис. 6);
в) профільна площина рівня (рис. 7).
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.2 Способи задання площини

	№
	Назва визначників (чим задана площина)
	Визначник площини 
	Зображення площини

	1
	Трьома точками, які не належать одній прямій.  Точки А, В, С.
	Σ (А, В, С)
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	2
	Прямою і точкою, яка не належить прямій. l ⊅ •А.
	Σ (l, А)
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	3
	Двома перетинаючими прямими, наприклад, а ∩ b
	Σ (а ∩ b)
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	№
	Назва визначників (чим задана площина)
	Визначник площини 
	Зображення площини

	4
	Двома паралельними прямими, а || b
	Σ (а || b)
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	5
	Плоскою фігурою (наприклад, трикутником АВС)
	Σ (ΔАВС)
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	6
	Слідами або лініями нульового рівня
	θ ( θ 1 , θ 2 ), або θ (f ̊∩ h ̊)
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.3 Взаємне положення площин

Відрізняють три взаємних положення площин (або їх відсіків):
·	які збігаються;
·	паралельні (не співпадаючі);
·	які перетинаються.
Методика визначення взаємного розташування відсіків двох площин:
Дві прямі, які перетинаються, однієї площини (її відсіку) перевіряються на належність їх до другої площини (до другого відсіку) і далі аналізують взаємне розташування прямих однієї площини і побудованих прямих другої площини і:
o	Якщо дві прямі, які перетинаються належать одному відсіку і другому відсіку (в своєму продовженні), то один та другий відсік належать одній площині. Такі відсіки називаються збігаючими (компланарними).
o	Якщо дві прямі, які перетинаються, однієї площини паралельні двом прямим, які перетинаються другої площини, то ці дві площини паралельні між собою.
o	Якщо дві прямі, які перетинаються, однієї площини мимобіжні (або перетинаючі) відносно двох прямих, які перетинаються другої площини, то такі дві площини перетинаються між собою.


2. Паралельність площин

Розглянемо взаємне положення площин Р і θ, на рис. 8:

П1 ∩ Р ⇒ Р1;  П1 ∩ θ ⇒ θ 1;
П2 ∩ Р ⇒ Р2;  П2 ∩ θ ⇒ θ 2;

Якщо: Р1 || θ 1, а Р2 || θ 2, то Р || θ.
Тобто, якщо дві паралельні площини Р і θ перетинаються площиною П1 або П2, то лінії їх перетину будуть паралельні між собою.
В площині Р: Р1 і Р2 - дві прямі, що перетинаються, належні цій площині Р.
В площині θ: θ 1 і θ 2 - дві прямі, що перетинаються, належні цій площині θ. Звідси витікає ознака паралельності двох площин: дві площини паралельні, якщо дві прямі, що перетинаються однієї площини паралельні двом прямим, що перетинаються другої площини. Такими прямими, що перетинаються можуть бути і сліди площин, і їх прямі рівня, або довільні дві прямі цієї площини. Якщо дві площини Р і θ задані, наприклад, двома прямими, що перетинаються, то може бути, що: площина Р задана: Р (Р1, Р2) або Р (f ∩h) або Р (а ∩ в), а площина задана θ (θ 1, θ 2) або θ (f’ ∩h’) або θ(с || d) і Р || θ , то на епюрі:
Якщо: Р(Р1, Р2) || θ (θ1, θ2),
то Р2 || θ2, а Р1 || θ1 (рис. 9).
Якщо: Р(f ∩ h) || θ (f′ ∩ h′),
то f2 || f′2, h1 || h′1 (рис. 10).
Якщо: Р(а ∩ b) || θ(c ∩ d),
то (а2 ∩ b2 ) || (c2 ∩ d2),
(а1 ∩ b1) || (c1 ∩ d1).
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Рисунок 10          Рисунок 11

Якщо площини Р і θ - паралельні між собою, то вони паралельні, коли паралельні дві будь-які однойменні пари слідів, а якщо Р і θ проектуючі, то їх паралельність достатньо підкреслюється, коли одна з цих паралельних однойменних пар є сліди на площині проекцій, до якої Р і θ перпендикулярні (рис. 11) (коли сліди - проекції паралельні).


3. Взаємно перпендикулярні площини

Дві площини взаємно перпендикулярні, якщо одній із них належить пряма, яка перпендикулярна до іншої площини. Побудову площини Р, яка перпендикулярна до площини θ , можна виконати двома шляхами: 
. Площину Р будуємо через пряму m, яка перпендикулярна до площини θ : ( m ⊥ θ ) ∧ ( m ∈ P) ⇒ P ⊥ θ . 
. Площину Р будуємо перпендикулярно до прямої n, яка лежить у площині Q або паралельна цій площині: (n || θ ) ^ ( n ⊥ P) ⇒ P ⊥ θ , оскільки через пряму m можливо провести безліч площин (перший шлях), а також у площині або паралельно до неї можливо провести безліч прямих кож у площині або паралельно до неї можливо провести безліч прямих n (другий шлях), то задача має безліч розв’язків. Для отримання одного розв’язку необхідно накласти додаткові умови. На рис.12 наведено приклад побудови на комплексному кресленні для заданої площини P( Δ ABC) із точки D перпендикулярної площини θ . 
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a ∈θ, ∈ a⊥ f2⊥ h1∈ n
θ( n ∩ a)⊥θ
Рисунок 12

Алгоритм розв ’язання задачі складається з таких операцій:
1. Будуємо головні лінії площини АВС: h - горизонталь, f - фронталь. 
. З точки D будуємо пряму n, яка перпендикулярна до площини 

АВС: n2 ⊥ f2 , n1 ⊥ h1 

3. Через точку D будуємо пряму а загального положення: 

P(ABC) ⊥ θ( n ∩ a). 

На рис. 13 наведено приклад побудови на комплексному кресленні 
двох взаємно перпендикулярних площин, які задані слідами, одна з яких - площина загального положення Р, а інша - горизонтально проекціювальна площина S. 
Якщо площина S перпендикулярна до площини П1 та до площини Р, 
то S ⊥ P1 , як до лінії перетину площини Р та горизонтальної площини проекцій П1, тому P1 ⊥ S1 , як до однієї з прямих у площині S. 
Проте, якщо однойменні сліди двох площин загального положення взаємно перпендикулярні, то самі площини не перпендикулярні між собою, оскільки при цьому не дотримується умова перпендикулярності  площин. 
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( S ⊥ П1 ) ∧ ( S ⊥ P ) ⇒ S ⊥ P1
Рисунок 13

4. Приклади розвязання задач

Приклад 1
Дано: площина Δ ( Δ2, Δ1 ) і точка А, яка не належить цій площині (рис. 14). Необхідно через точку А провести площину Σ паралельно заданій площині Δ. 
Через точку А проводимо горизонталь Рисунок 14 шуканої площини, на епюрі (рис. 15).
На полі П2: •А2 ⊂ h2 ‖ Ox; На полі П1: •А1⊂ h1 ‖ Δ1 ; h1 ∩ Ох → •N1, побудувавши •N2, отримуємо точку, яка належить фронтальному сліду Σ2 , який пройде через • N2 і розташується ‖ Δ2. Σ2 ∩ Ох → Σx ⊂ Σ1 ‖ Δ1 ; Σ ‖ Δ , так як Σ2 ‖ 
Δ2 , а Σ1 ‖ Δ1 .
Рисунок 15 
Приклад 2
Для побудови Σ ‖ Δ , коли Δ ⊥ П1, і точка А ⊂ Σ , достатньо побудувати Σ1 ⊃ •А1 і розташується Σ1 ‖ Δ1 , що показано на рис. 16.
Коли задано площину Δ ⊥ П3, то площина Σ пройде через точку А і розташується || Δ , при цьому на епюрі (рис. 4-21) •А3 ⊂ Σ3 ‖ Δ3 , а Σ2 і Σ1 ‖ Ох відповідно з точок сходу слідів Σz i Σy .
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Рисунок 16 


Висновок

Усі задачі на побудову двох паралельних площин ґрунтуються на такій теоремі: дві площини паралельні, якщо дві пересічні прямі однієї площини паралельні двом пересічним прямим іншої площини.
Під час розв’язання позиційних задач на перпендикулярність площин потрібно використовувати таку теорему: дві площини взаємно перпендикулярні, якщо в одній з них існує пряма, перпендикулярна до іншої площини. На підставі умови перпендикулярності площин, задачу про побудову площини Ω, перпендикулярної до площини Σ, необхідно розв’язувати у такій послідовності:
) будується пряма l, перпендикулярна до площини Σ;
2) через пряму l проводиться площина Ω.
Оскільки через пряму l можна провести безліч площин, то вказана задача на перпендикулярність двох площин у загальному випадку має множину розв’язків. У зв’язку з цим, з метою конкретизації відповіді, необхідно вказувати додаткові умови задачі.
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